Teilbarkeitsregeln


Als zentraler Satz der Teilbarkeitslehre wird vorausgesetzt:�() t teilt a und t teilt b ( t teilt a+b�() t teilt a und t teilt nicht  b ( t teilt nicht a+b�() t teilt a und t teilt a+b ( t teilt b�


1. Teilbarkeit durch 3 und 9


Wir kennen die Quersummenregel für die Teilbarkeit durch 3 und 9.


Wenn die Quersumme durch 9 teilbar ist, ist die ganze Zahl durch 9 teilbar, und umgekehrt.





a) Wir bestätigen die Regel am Beispiel 4257


4257 	= 4(1000 + 2(100 + 5(10 + 7�	= 4(999 + 4 + 2(99 + 2 + 5(9 + 5 + 7�	= 4(999 + 2(99 + 5(9 + 4 + 2 + 5 + 7�	= 9((4(111 + 2(11 + 5(1) +4 + 2 + 5 + 7�	ist teilbar durch 9		ist Quersumme��Wenn also die Quersumme durch 9 teilbar ist, ist die ganze Zahl durch 9 teilbar, und umgekehrt.


Darin ist die Teilbarkeit mit 3 eingeschlossen.


b) Wir führen den Beweis für vierstellige Zahlen durch. Er ist beliebig erweiterbar.��	Sei abcd eine vierstellige Zahl.


abcd 	= a(1000 + b(100 + c(10 + d�	= a(999 + a + b(99 + b + c(9 + c + d�	= a(999 + b(99 + c(9 + a + b + c + d�	= 9((a(111 + b(11 + c(1) + a + b + c + d�	ist teilbar durch 9		ist Quersumme��Wenn also die Quersumme durch 9 teilbar ist, ist die ganze Zahl durch 9 teilbar.


Darin ist die Teilbarkeit mit 3 eingeschlossen.





2. Teilbarkeit durch 11


Mit einem ähnlichen Verfahren können wir die Teilbarkeit durch 11 beschreiben.


Welche Zahlen in der Nähe der vollen Zehnerpotenzen sind teilbar durch 11?


11, 99, 1001, 9999, 100001, ...


allgemein sei abcde eine fünfstellige Zahl


abcde 	= a(10000 + b(1000 + c(100 + d(10 + e�	= a(9999 + a + b(1001 – b +c(99 + c + d(11 – d + e�	= a(9999 + b(1001 +c(99 + d(11 + a – b + c – d + e�	ist teilbar durch 11		ist Wechselquersumme��Wir versehen die Ziffern der Zahl wechselnd mit + und –; die daraus entstehende Quersumme nennen wir Wechselquersumme.�Wenn also die Wechselquersumme durch 11 teilbar ist, ist die ganze Zahl durch 11 teilbar, und umgekehrt.


3. Die Zeit vergeht ( wir untersuchen 12-Reste)


Es ist jetzt 3 Uhr. Was zeigt die Uhr in 214 501 022 315 Stunden? 


Die Zahl ist zu groß für den Taschenrechner. 


Schriftlich ausdividieren mit 12 liefert das Ergebnis. Geht es nicht einfacher?


3.a) Die Halbtage zu je 12 Stunden interessieren nicht. �Uns interessiert der Zwölferrest. 


Bestimme den Zwölferrest von: �1, 2, 3, 4, 5, ..., 13, 14, 23, 24, 25, 100, 200, 300, 400, 1000, 2000


Uns fällt auf, dass der Rest bei den größeren Zehnerpotenzen stets 4 beträgt.


Wir untersuchen eine kleinere Zahl als Beispiel:�Es ist jetzt 3 Uhr. Was zeigt die Uhr in 22 315 Stunden? 


2(10000+2(1000+3(100+15�Die Reste sind 2(4+2(4+3(4+15 = 43=3(12+7, das sind 3 Halbtage und 7 Stunden.�Es wird also 10 Uhr sein.


Regel: �Trenne das zweistellige Ende ab, �bilde die vierfache Quersumme des Anfangs, �addiere, �und bestimme von der Summe den Rest.


Zurück zu der großen Zahl 214 501 022 315:�(2+1+4+5+0+1+0+2+2+3)(4 + 15 = 20(4 + 15 = 95�95 : 12 = 7 Rest 11


3 + 11 = 14�14 : 12 = 1 Rest 2�Es ist 5 Uhr.


3.b) Wie wäre es mit folgender Überlegung: wenn die Zahl durch 3 und durch 4 teilbar ist, dann ist sie durch 12 teilbar. Wir suchen also die nächste durch 12 teilbare Zahl, dann kennen wir auch den Rest.


Wenn das zweistellige Ende durch 4 geht, ist die Zahl teilbar durch 4.


Die Quersumme von 214 501 022 315 ist (2+1+4+5+0+1+0+2+2+3+1+5) = 86


Die nächste Zahl 214 501 022 316 ist also durch 12 teilbar, die gegebene lässt den Rest 11.


Diese Überlegung führt zum Ziel, ist aber bei größeren Differenzen umständlich zu handhaben.


4. Eine abkürzende Schreibweise


Den Rest einer Zahl beschreiben wir mit der abkürzenden Schreibweise mod.�Der Rest von 32986 bei Division mit 9 ist 2.��Wir schreiben 32986 mod 9 = 2


Es gelten die Rechenregeln:


a) x mod b = c ( (k(x) mod b = k(c


b) x mod b = c und y mod b = d ( (x+y) mod b = c+d








5. Restestreifen


Bei der Teilbarkeit mit 9 hatten die Zehnerpotenzen den Rest 1.
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�Wir notieren in Form einer Tabelle mit links offenem Ende (10–System!!) die Zusammenstellung der Reste.
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6. Allgemeine Teilbarkeitsregeln mittels Restestreifen


Mit den Restestreifen werden die Quersummen gewichtet. �GQSm(x) ist die zum Modul m gewichtete Quersumme von x. An ihr ist die Teilbarkeit leicht zu erkennen.


Beispiel: 291864 teilbar durch 9?�GQS9(291864) = 2((1) +9((1)+1((1)+8((1)+6((1)+4((1) = 30�30 MOD 9 = 3 nicht teilbar durch 9





Beispiel: 291864 teilbar durch 11?�GQS11(291864) = 2((–1) +9((1)+1((–1)+8((1)+6((–1)+4((1) = 12�12 MOD 11 = 1 ist nicht teilbar durch 11





Beispiel: 291867 teilbar durch 12?�GQS12(291864) = 2((4) +9((4)+1((4)+8((4)+6((10)+4((1) = 144�GQS12(144) = 1((4)+ 4((10)+4((1) = 48�48 MOD 12 = 0 ist teilbar durch 12.








Finde weitere Restestreifen.�Interessante Streifen haben die Zahlen 3, 4, 8, 16, 37, �einen ganz schlimmen Restestreifen hat die 7.
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